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Φυλλάδιο - Ανοικτά και Κλειστά σύνολα, ∆ιάµετρος

΄Ασκηση 1. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος.

(α) Αν ∅ 6= A ⊆ X, τότε diamA = 0 αν και µόνο αν το A µονοσύνολο.

(ϐ) Αν A1, . . . , An ϕραγµένα υποσύνολα του X, τότε και η ένωσή τους είναι ϕραγµένο σύνολο.

(γ) Για κάθε x ∈ X και ε > 0, diamS(x, ε) ≤ 2ε. Ισχύει απαραίτητα ισότητα ;

΄Ασκηση 2. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(i) Το A ϕραγµένο.

(ii) Για κάθε x ∈ X, υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε A ⊆ S(x,M).

΄Ασκηση 3. ΄Εστω (X, ρ), (Y, d) µετρικοί χώροι και f : X → Y συνάρτηση. Να δειχθούν τα
ακόλουθα:

(α) Για κάθε F ⊆ Y , f(f−1(F )) ⊆ F .

(ϐ) Η f είναι συνεχής αν και µόνο αν f(A) ⊆ f(A), για κάθεA ⊆ X. (Για το ευθύ, χρησιµοποιείστε
την αρχή µεταφοράς. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, δείξτε ότι η f αντιστρέφει κλειστά σε
κλειστά).

(γ) Η f είναι συνεχής αν και µόνο αν για κάθε A,B ⊆ X µε A = B συνεπάγεται ότι f(A) = f(B).
(Αξιοποιείστε το προηγούµενο ερώτηµα. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, ϑυµηθείτε ότι τα
σύνολα A και A έχουν την ίδια κλειστότητα.)

΄Ασκηση 4. ΄Εστω X σύνολο εφοδιασµένο µε τη διακριτή µετρική ρd. Να δειχθεί ότι κάθε υποσύ-
νολο του X είναι ταυτόχρονα ανοικτό και κλειστό.


